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Resumen
En este trabajo se plantea la obtención de soluciones exactas cons-
tructivas de problemas mixtos para la ecuación de ondas con retardo del
tipo
utt(t, x) = a
2uxx(t, x) + b
2uxx(t− τ , x), t > τ , 0 ≤ x ≤ l,
u(t, x) = ϕ(t, x), 0 ≤ t ≤ τ , 0 ≤ x ≤ l,
u(t, 0) = u(t, l) = 0, t ≥ 0,
Mediante el método de separación de variables pueden obtenerse solu-
ciones exactas en forma de serie infinita, que pueden ser truncadas y pro-
porcionar soluciones analítico-numéricas que aproximen la solución con
precisión arbitraria.
La aplicación efectiva del método de separación de variables exige la
obtención de soluciones explícitas constructivas de problemas de valor
inicial para ecuaciones de segundo orden con retardo del tipo
T ??(t) = −a2T (t)− b2T (t− τ), t > τ ,
T (t) = f(t), 0 ≤ t ≤ τ .
Se consideran las funciones iniciales f(t) = 1 y f(t) = t, obtenién-
dose expresiones generales constructivas para las soluciones. La solución
general para una función inicial arbitraria puede expresarse como una
convolución de la función inicial en la que participan estas soluciones par-
ticulares.
1 Introducción
Las ecuaciones diferenciales funcionales, y en particular las ecuaciones diferen-
ciales con retardo (EDR) y las ecuaciones en derivadas parciales con retardo
(EDPR), son instrumentos básicos para la modelización de numerosos proble-
mas científico-técnicos en los que intervienen fenómenos hereditarios o retar-
dados ([3], [4]). Por ello, resulta de especial interés la obtención de soluciones
exactas y de aproximaciones numéricas precisas para los distintos tipos de ED-
PR más usuales en las aplicaciones.
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En este trabajo se plantea la estrategia a seguir para la obtención de solu-
ciones exactas constructivas de problemas mixtos para la ecuación de ondas con
retardo, o ecuación de ondas con efecto posterior elástico, del tipo
utt(t, x) = a
2uxx(t, x) + b
2uxx(t− τ , x), t > τ , 0 ≤ x ≤ l, (1)
u(t, x) = ϕ(t, x), 0 ≤ t ≤ τ , 0 ≤ x ≤ l, (2)
u(t, 0) = u(t, l) = 0, t ≥ 0, (3)
La aproximación seguida es similar a la utilizada en ([5]) para el caso de la
ecuación generalizada de difusión con retardo. Se trata de utilizar el método
de separación de variables para obtener soluciones exactas en forma de serie
infinita. Una vez demostrada la convergencia de esta serie, y de las derivadas
necesarias, es posible truncar la serie así obtenida y proporcionar soluciones
analítico-numéricas que aproximen la solución con precisión arbitraria.
Usando el método de separación de variables, buscamos soluciones de (1) de
la forma u(t, x) = T (t)X(x), lo que lleva a la solución formal
u(t, x) =
∞?
n=1
Tn(t) sin(
nπx
l
), (4)
donde Tn(t) es la solución del problema de valor inicial para la EDR
T 33(t) = −
?nπ
l
?2
a2T (t)−
?nπ
l
?2
b2T (t− τ), t > τ , (5)
con condición inicial
T (t) = Bn(t), 0 ≤ t ≤ τ , (6)
y Bn(t) son los coeficientes de Fourier
Bn(t) =
2
l
? l
0
ϕ(t, x) sin(
nπx
l
)dx,
correspondientes al desarrollo de Fourier en senos de la función inicial,
ϕ(t, x) =
∞?
n=1
Bn(t) sin(
nπx
l
), 0 ≤ t ≤ τ , 0 ≤ x ≤ l.
De esta forma, surge el problema de obtener soluciones explícitas construc-
tivas de problemas de valor inicial para EDR de segundo orden del tipo
T 33(t) = −a2T (t)− b2T (t− τ), t > τ , (7)
T (t) = f(t), 0 ≤ t ≤ τ , (8)
que abordamos en la sección siguiente.
2 Solución de la ecuación diferencial con retardo
Mediante el método de pasos ([1],[2]), pueden obtenerse soluciones de (7-8) en
los primeros intervalos de t para funciones iniciales dadas. En particular, se
consideran las funciones iniciales f(t) = 1 y f(t) = t, obteniéndose expresiones
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generales constructivas para las soluciones, cuya válidez en cualquier intervalo
puede demostrarse por inducción.
A partir de las soluciones de estos problemas especiales, la solución general
para una función inicial arbitraria puede expresarse como una convolución de
la función inicial en la que participan estas soluciones particulares, tal como se
muestra en el siguiente lema ([2, p. 68]). En lo que sigue, escribiremos γ = b/a.
Lema 1 Sea T1(t) la solución de (7) con condición inicial T (t) = 1 en [0, τ ] y
que cumple T (t) = −1/γ2 para −τ ≤ t < 0. Sea Tt(t) la solución de (7) con
condición inicial T (t) = t en [0, τ ] y que cumple T (t) = −t/γ2 para −τ ≤ t < 0.
Entonces, la solución de (7-8), para f dos veces derivable, viene dada por
Tf (t) =
γ2f(0) + f(τ)− τf 3(τ)
1 + γ2
T1(t) +
γ2f 3(0) + f 3(τ)
1 + γ2
Tt(t)
+
γ2
1 + γ2
τ?
0
Tt(t− s)f 33(s)ds (9)
Los siguientes lemas proporcionan las funciones T1(t) y Tt(t) requeridas en
el lema anterior. En estos resultados escribiremos
cmj =
?
m+ 2j
j
?
m
m+ 2j
.
Lema 2 La solución de (7) con condición inicial T (t) = 1 en [0, τ ]en el inter-
valo [nτ , (n+ 1)τ ], n = 0, 1, . . . , viene dada por
T (t) = −γ2
n?
k=1
{Pk(t− kτ) cos(a(t− kτ)) +Qk(t− kτ) sin(a(t− kτ))}
+(−1)n γ2n, (10)
donde Pk y Qk son polinomios de grado menor o igual que k − 1,
Pk(u) =
k−1?
m=0
akmu
m, Qk(u) =
k−1?
m=0
bkmu
m,
cuyos coeficientes vienen dados por las expresiones
an0 = (−1)n
?
γ2
?n−2 ?
1 + γ2
?
,
ak2m+1 = 0; a
k
m =
?
γ2a
?m
2mm!
k−m−1?
j=0
(−1)m2 +jak−m−j0 cmj
?
γ2
4
?j
, m > 0 par,
bk2m = 0; b
k
m =
?
γ2a
?m
2mm!
k−m−1?
j=0
(−1)
m+1
2 +jak−m−j0 c
m
j
?
γ2
4
?j
, m impar.
Nótese que para n < 1 el sumatorio en (10) es vacío y la solución cumple la
condición inicial T (t) = 1 para n = 0. Asimismo, en la extensión al intervalo n =
−1, la expresión (10) proporciona el valor requerido por la condición adicional
del Lema 1, T (t) = −γ−2.
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Lema 3 La solución de (7) con condición inicial T (t) = t en [0, τ ]en el intervalo
[nτ , (n+ 1)τ ], n = 0, 1, . . . , viene dada por
Tn(t) =
n?
k=1
{Pk(t− kτ) cos(a(t− kτ)) +Qk(t− kτ) sin(a(t− kτ))}
+
?
−γ2
?n
(t− nτ) (11)
donde Pk y Qk son polinomios de grado menor o igual que k − 1,
Pk(u) =
k−1?
m=0
akmu
m, Qk(u) =
k−1?
m=0
bkmu
m,
cuyos coeficientes vienen dados por las expresiones
ak0 =
?
−γ2
?k−1
τ ,
bk0 =
(−1)k−1
?
γ2
?k−1 ?
1 + γ2
?
a
?
1+
k−1?
s=1
Cs
?
,
donde
Cs =
?
n0+2n1+...+(n−1)nn−2=s
(n0 + ...+ nn−2)!
n0! · ... · nn−2!
?
c10
2
?n0
...
?
c1n−2
2
?
1
4
?n−2?nn−2
,
akm =
?
γ2a
?m
2mm!
k−m−1?
j=0
(−1)m2 +jak−m−j0 cmj
?
γ2
4
?j
, m par, m > 0,
akm =
?
γ2a
?m
2mm!
k−m−1?
j=0
(−1)
m−1
2 +jbk−m−j0 c
m
j
?
γ2
4
?j
, m impar,
bnm =
?
γ2a
?m
2mm!
n−m−1?
j=0
(−1)m2 +jbn−m−j0 cmj
?
γ2
4
?j
, m par, m > 0,
bnm =
?
γ2a
?m
2mm!
n−m−1?
j=0
(−1)
m+1
2 +jan−m−j0 c
m
j
?
γ2
4
?j
, m impar.
Nótese que para n < 1 el sumatorio en (11) es vacío y la solución cumple la
condición inicial T (t) = t para n = 0. Asimismo, escribiendo (11) en la forma
siguiente, equivalente para n ≥ 0,
Tn(t) =
n?
k=1
{Pk(t− kτ) cos(a(t− kτ)) +Qk(t− kτ) sin(a(t− kτ))}+
?
−γ2
?n
t−
n?
k=1
?
−γ2
?n
τ ,
en la extensión al intervalo n = −1 esta expresión proporciona el valor requerido
por la condición adicional del Lema 1, T (t) = −γ−2t.
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3 Comentarios finales
Sustituyendo las expresiones proporcionadas por los dos últimos lemas en (9), se
obtiene la solución de (7-8) para una función inicial arbitraria. De esta forma,
basta considerar la solución del problema similar (5-6) y sustituir la solución
en (4) para obtener una solución en forma de serie infinita del problema (1-3).
Una vez comprobadas las propiedades de convergencia y regularidad requeridas,
basta truncar esta solución, considerando el número de términos de la misma
necesarios, para obtener una solución analítico-numérica continua que permite
la aproximación de la solución exacta con el grado de precisión deseado a priori
en dominios acotados. Sin embargo, como se discutía en ([5]) para el caso
de la ecuación generalizada de difusión, la rapidez de convergencia de estas
series puede no estar garantizada para funciones iniciales arbitrarias, por lo que
el problema de obtener soluciones aproximadas computacionalmente eficientes
puede requerir estrategias adicionales, sobre la base de las soluciones exactas
aquí desarrolladas.
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